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 KdVمطالعه مولفه غيرخطي و پاشندگي در انتشار امواج ساليتوري در معادله 
 

 ١آرش قهرمان
 

 ، دانشكده علوم درياييدريايي چابهاردانشگاه دريانوردي و علوم 
 

 چكيده
هاي پاشندگي محيط در تشكيل امواج ساليتوري باعث پايداري اين امواج هاي غيرخطي بودن موج و مشخصهويژگي

هاي زياد را طي نمايند. تعادل بين مولفه غيرخطي و پاشندگي در اين دهد تا مسافتشده و به آنها اين امكان را مي
در توليد امواج ساليتوري از  KdVدهد. در اين مقاله ضمن بررسي معادله هاي خاصي به آن ميامواج ويژگيدسته از 

هاي غيرخطي، پاشندگي محيط و نقش هريك در توليد امواج ساليتوري مطالعه فيزيك، مشخصه-نقطه نظر رياضي
موثر را براي معادله مورد نظر بدست آورده و ، يك پتانسيل KdVاند. در اينجا با بررسي جواب پايدار معادله شده

 هايي با دامنه منفي داشته باشد.تواند جوابنمي KdVدهيم كه معادله براساس آن نشان مي
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 مقدمه
دانست، كه با معادلات  فيزيك خطيبه عنوان دوران غلبه  توانقرن نوزدهم و نيمه اول قرن بيستم را مي

نهي، به اوج خود رسيد. ابزار ماكسول شروع شده و با مكانيك كوانتومي، برمبناي پيكربندي اصل برهم
بطور ذاتي خطي بودند.  2و بسط اختلالي 1رياضي معمول در فيزيك نظير تبديل فوريه، نظريه كنش خطي

-اند؛ اما در بسياري از اين موارد به كمك روشهاي غيرخطي توجه داشتهالبته فيزيكدانان به اهميت پديده

كردند تا غيرخطي بودن را بصورت يك اختلال در نظريه خطي بيان كرده و بدين هاي تقريبي سعي مي
 ترتيب از رويارويي با آن دوري كنند.

 تحليل ذاتياست. به تدريج اهميت سال گذشته بطور چشمگيري تغيير كرده 40ر اين نوع نگرش د
هاي ، كه ايده4و ساليتون 3هاي غيرخطي درك شده بود و به سمت دو مفهوم اتراكتور غير متجانسپديده

هاي غيرخطي مربوط هاي غيرعادي پديدهكرد هدايت شد. اين مفاهيم به مشخصهگذشته را دگرگون مي
در يك  آشوبكنند. اتراكتور غير متجانس به مفهوم رسد كه يكديگر را نقض ميد و به نظر ميشونمي

توان آنها را بصورت شان كوچك است و ميهايي كه تعداد درجات آزاديسيستم مربوط است و در سيستم
رجات آزادي بالا هايي با دها در سيستمشود. درحاليكه ساليتونساده درنظر گرفت، اين مفهوم نيز ظاهر مي

 J.E.Castillo)تواند رفتاري بسيار پيچيده از خود نشان دهد شوند و حتي سيستم ميديده مي
Hernandez, 2010). 

هاي پايدار عجيبي را بروز ساليتون يك موج ساليتوري، يعني يك موج جايگزيده در فضا است و ويژگي
، 5، توسط راسل1834در سال  rnandez, 2010)(J.E.Castillo Heدهد. از اولين مشاهده ساليتون مي

و  6كه كورت وج 1895ها و مناقشات زيادي را برانگيخته است. تا سال منديها، علاقهاين موضوع جذابيت
اي براي توصيف ساليتون ارائه دهند، كار شايان توجهي در اين زمينه انجام نشد. توانستند معادله 7دوريس

هايي نظير انتشار امواج هيدروديناميكي، بررسي امواج داخلي اقيانوسي، پديده ها در توصيفوجود ساليتون
ها در بستر اقيانوس، امواج جايگزيده در لرزهامواج سطحي در نزديكي سواحل، امواج ناشي از زمين

مانايي ها در پلاسماها، انتشار سيگنال در تارهاي نوري و ...، لازم و ضروري است. جنبه قابل توجه ساليتون
ها وجود در واقع يك عامل موثر در مطالعه ساليتون .غيرعادي آنها در مواجهه با اختلال نهفته است

ها و تجهيزات نفتي بود كه در درياها ساخته شده بيني وارد شده به دكلفشارهاي بزرگ و غيرقابل پيش
                                                 
1 Linear Response Theory 
2 Perturbative Expansion 
3 Strange Attractor 
4 Soliton 
5 John Scott Rusell 
6 Kortewege 
7 de Vries 
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اي به معادله 1وريس دِ و  وجكورتِتا اينكه مطالعه به تاخير افتاد،  1895تا  بودند. درك نظري مشاهده راسل
نامند). با اين مي KdV طور اختصار آنرا معادلهمنجر شد كه امروزه به نام اين دو نفر مشهور است ( به

;Synolakis, 1987) ) بود 1929-1824( 2جوزف ولنتاينشكل دقيقي از مطالعات  KdV وجود، معادله

miles, 1980) .معادله KdVو امواج ساليتوري معادلات مربوط به نظريه ساليتون ، يكي از اولين نمونه 
اي دارد و مطالعه آن ما را به سمت درك مفاهيم نهفته برجستههاي رياضي است؛ چراكه اين معادله ويژگي

 كند. اي در نظريه ساليتون هدايت ميهاي اصلي و پايهدر ايده
 

 تجربي مشاهدات
عمق به كار گيري معادلات كامل اويلر بسيار پيچيده بوده و معمولاً از در بسياري از كاربردهاي امواج آب كم

عمق معادلات ترين معادلات آب كمشدهشود. شناختهها استفاده ميتوصيف پديدههاي تقريبي براي مدل
نقش محوري در توسعه نظريه امواج ساليتوري و تبديلات  KdVهستند. معادلات  KdVبوسينسك و 

كند كه به . نظريه موج آب كم عمق اين امكان را فراهم مي(Small, 2002)دارد  ٣پراكندگي معكوس
-مناسب امواج درون كانال، امواج سطحي در نزديكي سواحل و امواج داخلي اقيانوسي را مدلطور موثر و 

سازي كنيم. به دليل وقوع گسترده امواج داخلي در اقيانوس، امواج ساليتوري و بسته موج ساليتوري 
ر مهندسي اي نويدال نيز دشناسان بسيار جذاب و مهم است. همچنين امواج دوره(ساليتون) براي اقيانوس

هاي ساحلي و نظاير آن سواحل و بررسي اثر خوردگي ساحل، انتقال جرم، برهمكنش موج با اسكله و سازه
 . (Small, 2002)مورد توجه است 

ناحيه از جهان وقوع امواج داخلي اقيانوسي و امواج ساليتوري مشاهده شده است. در بيشتر اين  54در 
تصاوير ماهواره تاييد شده است؛ اما در برخي نواحي مطالعات موردي  نواحي علائم ايجاد و انتشار موج با

ها نيز صورت گرفته است. سازيها، سرعت و هر متغير موثر در شبيهموج، توزيع فضايي ساليتوننظير طول
 دهد كه به سمت شمال غرب در حركت استالف) وجود يك بسته موج ساليتوري را نشان مي-1شكل (

(Small, 2002; Synolakis, 1987) .) ب) علائم چندين بسته موج ساليتوري را نشان مي-1شكل-

در درياي  KdV ) پارامترهاي مختلف معادله1جدول (. (Small, 2002; Synolakis, 1987) دهد
 .(Synolakis, 1987) دهدعمان را نشان مي

 
 
 

                                                 
1 Korteweg and de Vries 
2 Joseph Valentine de Boussinesq  
3 Inverse scattering transform 
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 ب الف 

kmو فضاي تصوير  1999اكتبر  3از درياي عمان در  SARالف) تصوير  -1شكل km�100 است. ب) تصوير  100
 و فضاي تصوير نامشخص است. 1989مه  7اي از درياي عمان در ماهواره

 
 

 .(Synolakis, 1987)) 2002در درياي عمان (اكتبر  KdVپارامترهاي  -1جدول 
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هاي عددي براي كنندههاي و حلضريب پاشندگي است. استفاده از روش �ضريب غيرخطي بودن و �

آنها، شناخت حل معادلات ديفرانسيل جزيي حاكم بر اين امواج و تحليل نتايج، صرف نظر از ارتباط فيزيكي 
بخشد. بيان يك توصيف تقريبي از و آگاهي ما از موج ساليتوري يا موج نويدال و رفتار آنها را بهبود مي

هاي ممكن در جواب ساليتوني سيستم فيزيكي براساس معادلات ساليتوني مناسب و درنظر گرفتن اختلال
لات غيرخطي به عنوان اختلال، دقيق، بجاي ايجاد يك تقريب خطي و سپس تلاش براي وارد كردن جم

 .(miles, 1980; Dogan Kaya, 2002) بسيار موثرتر است
دهد. امواج با حركت يك پيستون در يك انتهاي نشان ميرا  1تصوير يك مخزن آزمايشي 2شكل

 ايجاد كند. د موج ساليتوريتواند يك يا چناوليه مي آيند. بسته به دامنه آن، اختلالمخزن، بوجود مي

                                                 
 گيرندسازي امواج مورد استفاده قرار ميهاي آزمايشي (يا كانال موج) براي شبيهمخزن 1 
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 نمايش يك مخزن آزمايشي كه براي توليد موج در آزمايشگاه استفاده مي شود. -2شكل

 
oc، سرعتي بيشتر از سرعتامواج غيرخطي gh� بالا دارند. اين انحراف  با طول موج امواج خطي

	، متناسب است، بطوريكه سرعت امواج از رابطه�با ارتفاع موج، ocاز سرعت 
ov c A�� بدست  1�
امنه منفي جود ندارد. يعني اين امواج هيچ موج ساليتوري با ديك ضريب ثابت است.  Aآيد كه در آنمي

دارند. آنها  ، ساختار ديناميكيهاي هيدروديناميكيساليتونحركت خواهند كرد.  1بصورت يك قله جايگزيده
 توانند ساكن باشند. كنند ولي نميبا سرعت و شكل ثابت حركت مي

 
 KdVتوصيف معادله 

، با شرايط مرزي در بستر و سطح، با فرض و غيرچسبنده هاي تراكم ناپذيربراي شاره معادله اويلر
 انجامد.مي KdV بودن شاره به معادله غيرچرخشي
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ocكه در آن gh� ،	 
,x t� و ارتفاع سطح بالاي سطح تعادلh متغير عمق شاره است. با تغيير
oX x c t� Tو  � t� خواهيم داشت 
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 نهايتاً با اعمال متغيرهاي بدون بُعد
o

,X
X h

�
 �� و �
o

T
T

�  رسيمبه فرم استاندارد زير مي، �

                                                 
1 Localized pits 
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 توان به جوابمي KdV هاي معادلهاز جمله جواب
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A اشاره كرد كه از نظر فضايي جايگزيده است. وجود جواب، شرط  كند. پهناي ساليتون،را ايجاب مي �0
L

A
�

 )).3(شكل ( يابدمي افزايش دامنه، كاهشبا ، 2

 
 A) به ازاي مقادير مختلف 4نمايش تابع موج معادله ( -3شكل

  
 هاي آنو جواب KdVويژگي معادله 

و  توانند در يك محيط غيرخطي ضعيفهاي فيزيك، هنگاميكه امواج ميدر بسياري از زمينه KdV معادله
-را بررسي مي هاي مختلف اين معادلهخورد. ابتدا نقش فيزيكي عبارتانتشار يابند، به چشم مي پاشنده

��كنيم. عبارت غيرخطي



� ��
� ��� �

  است. 1اي) در جهت ايجاد و تقويت موج ضربه3در معادله ( 

)5( v� �
� 

� �

� �
� �

0 

 . (J.E.Castillo Hernandez, 2010) معروف است Burgers-Hopf به معادله) 5( معادله

                                                 
1 Shock wave 



 11 فصلنامه دريا و كشتي

 

 
و تحول يك پالس مشابه هنگاميكه ديناميك آن با معادله  Burgers-Hopfتحول زماني جواب معادله  -5شكل 

 شود.) بيان مي6(
 

�توان ضريب، مي)5) و (3مقايسه معادله (از 


�
�

در نظر گرفت.  را به عنوان سرعت انتشار امواج 

كند. به عنوان يك نتيجه مستقيم حركت مي � ، هر مولفه از موج با سرعتبطوريكه در تقريب مرتبه اول
ي بزرگتري دارند با سرعت بيشتري � هايي از سيگنال كه دامنهتوان دريافت كه قسمتاز اين مقايسه مي

 كنند.نسبت به نقاط ديگر حركت مي
 ) را درنظر بگيريد3اكنون عبارت خطي شده معادله (

)6( � �
� 

� �

� �
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3

3 0 

	تهاي موج تخجواباين معادله  
i qAe 
 ��� در رابطه  qموجو عدد  �دارد، كه فركانس��
�q پاشندگي � � ، نوشته oc، با سرعتدر چارچوب متحرك KdV كند. دقت كنيد كه معادلهصدق مي3

 تري رسيدمعمول توان به رابطه پاشندگي) در دستگاه آزمايشگاه نيز مي2شده است. از معادله (

o
q hc q�
�� �

� �� �� �
� �

2 2

1
6

 

vامواج با سرعت فاز
q�
�

بستگي دارد كه توصيف يك محيط qكنند كه به عدد موجحركت مي�

شوند، كه به متفاوتي منتشر ميهاي هاي فوريه يك موج با سرعتاست. در چنين محيطي مولفه پاشنده
 از تعادل بين دو اثر غيرخطي KdV وجود جواب ساليتوني در معادله ١رود.موج مي شدگيسمت پهن

                                                 
مشابه روش ويليام پيرسون   1 (William Pierson) بيني رفتار امواج اقيانوسي.براي پيش   
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برد، درحاليكه شود. غيرخطي بودن موج را به سمت جايگزيده شدن ميبودن و پاشندگي نتيجه مي
است، اهميت بسزايي دارد. اگر  شود. توجه به اين نكته كه تعادل پايدارمي اشندگي باعث پهن شدن موجپ

شود و موج تا زماني كه به تعادل برسد پهن موج اوليه بيش از حد باريك شود، اثرات پاشندگي چيره مي
شدگي بيش از حد شود، غيرخطي بودن بر پاشندگي برتري اوليه باعث پهنخواهد شد. بالعكس، اگر شرايط 

رود تا تعادل برقرار گردد. باوجود اين، مواردي هم وجود دارد يابد و ساليتون به سمت جايگزيدگي ميمي
عمق موج، در آيند كه شود. اين موارد هنگامي بوجود ميخارجي تعادل برقرار نمي كه در اثر اختلالات

هاي كم عمق يابد، مانند حالتي كه امواج دريا به سمت آبجهت انتشار آن بطور پيوسته، كاهش مي
يابد متناسب است، بطور پيوسته كاهش مي h2) با1كنند. عبارت پاشندگي، كه در معادله (پيشروي مي

1درحاليكه عبارت غيرخطي، كه با

h
يابد. از آنجاكه غيرخطي بودن حاكم است متناسب است، افزايش مي

 )).5(شكل ( 1شكند، همانند امواج كنار ساحلموج سرازير شده و سرانجام مي
 

 

 

 
دهند. را نشان مي (miles, 1980)تحول زماني موج ساليتوري. نقاط مشخص شده در شكل، نتايج تجربي  -5شكل

 .(A.A. Soliman, 2009; miles, 1980; Dogan Kaya, 2002) سازي عددي بدست آمده استمنحني از شبيهدرحاليكه 
 

                                                 
 مثال امواج ساحل تا حدي افراطي است چراكه اختلال بصورت سيستماتيك در همه جهات بطور يكسان عمل ميكند و سرانجام ساليتون  1

  است. پايدارها در حالت كلي در مواجهه با اختلال برد. اين غير معمول است چون ساليتونرا از بين مي
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دهد و حتي كاربردهاي ها است كه وسعت و تنوع كاربرد آن را نشان مياين پايداري استثنايي ساليتون
 شود.توصيف مي KdV فيزيكي آن نيز بطور تقريبي با معادلات ساليتون دقيق نظير معادله

ها، هاي گوناگوني دارد. در اينجا برخي از جواب، جوابنيز، مانند تمام معادلات غيرخطي KdV معادله
 كنيم. كه اهميت خاصي دارند، را بررسي مي

 
 هاي پايدارجواب

توان آنها را شوند. بنابراين ميمنتشر مي vه و با سرعتها شكل خود را حفظ كرداين دسته از جواب
	به صورت  
 	 
, v� 
 � � 
 �� zنوشت. با تغيير متغير� v
 ��  )، خواهيم داشت3در معادله (�

)7( 
z z zzz

z v
z z

z v
z z

z

� � �
� �
� � � � �� �

 


� �



�� � � �
� � � �

� � � � �
�� � � �

� � � � � � ��� � � � �
�� �

� �
� � �

3 3

3 3

6 0 

)8( 	 
d
d zzv

z
� � �� � � �23 0 

 بنابراين

)9( zz v C� � �� � � �2
13 0  

 گيريمضرب كرده و مجدداً انتگرال مي�z) را در9گيري است. طرفين (ثابت انتگرال C1كه 

	 
d
z zz z z z

z zz z z z z

v C

v C z v C

C

� � � � � � �

� � � � � � � � � � �

� � � �

� � � � � � �

�

�

2
1

2 2 3 2
1 1

2

3 0
1 13
2 2

  

)10( z v C C� � � �� � � �2 3 2
1 2

1 1
2 2
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C2 اي است كه بقاي انرژي را براي يك ذره به گيري است. اين معادله مشابه معادلهانتگرال نيز ثابت
توان يك تابع ) مي10متناظر است. با توجه به معادله ( zو زمان با�كند. مكان آن با جرم واحد بيان مي

 موثر به صورت زير معرفي كرد. پتانسيل
)11( 	 
effV v C� � � �� � �3 2

1
1
2

 
 

 
	شكل پتانسيل مؤثر -6شكل 
effV v(الف)  به ازاي  � o�(ب) و v o  

 
 آمد) به فرم زير در خواهد 10با معرفي اين پتانسيل، معادله (

)12( 	 
z effV C� �� �2
2

1
2

 

دهد تا از تجربيات ، اين اجازه را مي١اين روش از اين بابت اهميت دارد كه با معرفي يك شبه پتانسيل
 استفاده كنيم. 2Cو 1Cهاي و حدود ثابت vمكانيك براي تعيين سرعت

 
 جواب ساليتوني

ميدانده فضايي است؛ به اين معني كه سه كه در بالا معرفي شد، يك جواب جايگزي جواب ساليتوني
,z� گيري بايد هاي انتگرالكند بايد صفر شوند. در نتيجه ثابتنهايت ميل ميبه بي z، هنگاميكه�zzو �

 يابد) به معادله زير تقليل مي10صفر اختيار شوند. بنابراين معادله (

                                                 
1 Pseudo-Potential 
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)13( z v� � �� � �2 3 21 1 0
2 2

 

zذره ساكني را درنظر بگيريد كه در زمان اوليه ( �0)، مكان "�! كند. در شكل  را ترك مي�
ثابت حركت كند. اگر  انرژي-)، اين ذره بايد با يك شبه10قرار دارد. مطابق معادله ( الف) در نقطه 5(

آن به  كند درحاليكه انرژي جنبشيسقوط مي ذره مبداء را در جهت منفي ترك كند، به پايين پتانسيل
-هستيم، پس به تناقض مي هاي مقيدواگرا خواهد شد. از طرفي به دنبال جواب �يافته وسرعت افزايش 

منفي ندارد. بالعكس،  �هاي جايگزيده با دامنهجواب KdV كند كه معادلهرسيم. اين تحليل تاييد مي
شود. سپس خواهد رسيد و سرعت آن دوباره صفر مي اگرذره مبداء را در جهت مثبت ترك كند، به نقطه

نهايت طول خواهد كشيد). اين نوع رفتار با افزايش و ركت به مدت بيگردد ( كه اين حباز مي به نقطه
 متناظر است. KdV در جواب ساليتوني معادله �سپس كاهش

z v� � �� �2 2 31 1
2 2 

d
dz v
z
�� � �� � �2 32 

)14( ddz
v

�
� �

�
�2 32

 

	و با تغيير متغير  
2sec h
2

v u�  آوريم، جواب زير را بدست مي�

)15( sec hv v z�
� �

� � �� �
� �

2

2 4
 

بيشترين مقدار دامنه، در نقطه �مقدار
2

vA vكند. اگر، را مشخص مي� -انتخاب شود، مي 0 

�اي كه از حالت سكون از مكانتوان ديد كه احتمال داشتن حركت مقيد با انرژي ثابت براي ذره �0 
0vب). اين رفتار متفاوت به ازاي 5كند، وجود ندارد (شكل شروع به حركت مي 0vو � را نبايد به   

تلقي كرد و آنرا يك حالت غيرفيزيكي دانست. بايد توجه  �xو �xعنوان شكست تقارن در دو راستاي
است. اختلاف بين نوشته شده در چارچوب متحرك KdV داشت كه، همانطور كه اشاره كرديم، معادله

v vو �0  .هستند 1هميشه فراصوتي هاي هيدروليكيبه اين معناست كه سااليتون 0 
 

                                                 
1 Supersonic 
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 KdVحل عددي معادله 
ايم. براي اين منظور شرط اوليه سازي كردهبصورت عددي شبيه) را 6در اينجا معادله ديفرانسيل جزيي (
 بصورت زير درنظر گرفته شده است.

	 
, tanh xx� # � $� �� � � �% &� �' (

1 250 12 5
 

(x/را به ازاي مقادير  KdVنتايج بدست آمده از حل عددي معادله  7شكل (t/و �04  دهد.نشان مي �01
, هايتحول موج را به ترتيب در زمانب) -7شكل ( , ,t �0 5 10 tو 30 � دهد. همانطور كه مشاهده نشان مي 50

 دهند.را نشان نمي KdVهاي عددي نيز دامنه منفي براي جواب معادله شود، مطابق تحليل فوق، جوابمي
 

   
 (ب) (الف) 

(x/با به ازاي KdVفضايي معادله -سازي تحول زمانيشبيه -7شكل (t/و �04 . (الف) نمايش تغييرات  �01
*t) در بازه زمان3زماني و مكاني معادله ( *0 ) در زمانهاي3. (ب) تغييرات مكاني معادله ( 50

, , , ,t �0 5 10 30  ثانيه 50
 

 گيرينتيجه
عمق به كار گيري معادلات كامل اويلر بسيار پيچيده بوده و معمولاً از در بسياري از كاربردهاي امواج آب كم

عمق معادلات ترين معادلات آب كمشدهشود. شناختهها استفاده ميهاي تقريبي براي توصيف پديدهمدل
نشان داديم كه اثرات غيرخطي موج و  KdVهستند. در اين مقاله با مطالعه معادله  KdVبوسينسك و 

گونه -هاي ذرهپاشندگي محيط چگونه در ايجاد امواج ساليتوني و پايداري شكل موج نقش داشته و مشخصه
در بررسي  ها به عنوان ذرات مكانيكي نگاه كرد. همچنينتوان به ساليتونكنند. بنابراين ميموج را حفظ مي
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-) را معرفي كرديم. با توجه به پتانسيل موثر و پايدار بودن شكل موج، مي11پتانسيل موثر ( KdVمعادله 

توان از اطلاعات و تجربيات مكانيك كلاسيك در بررسي و تحليل رفتار امواج ساليتوري استفاده كرد. بر اين 
 زيده با دامنه منفي داشته باشد.هاي جايگتواند جوابنمي KdVاساس نشان داديم كه معادله 
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